Catka oznaczona Riemanna
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Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja ograniczong. Oznaczmy
mi=inf f([a,8]), M :=sup f([a,B]).

Podziatem P przedziatu [a,b] nazywaé bedziemy skonczony ciag
To,T1,..., T taki, ze

A=< T1<...<Tg-1 <.’L’k=b.
Srednica podziatu P nazywamy
§(P) :=max{Ax;: ie{1,...,k}},

gdzie Az; =x; —x;-1, i€ {1,...,k}. Niech dla

mg = inf f([@i1,2:]), M :=sup f([zi1,2]), ie{l,....k}.

Dolna (gérna) suma catkowa podziatu P nazywamy (odpowiednio)

k k
s(P) = Y milz;,  (S(P):= Z;Mimi).

i=1
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Jezeli P, P’ sa dwoma podziatami przedziatu [a,b] oraz P c P/,

méwimy, ze P’ jest podpodziatem podziatu P.

Ciag podziatéw (P,,) przedziatu [a,b] nazywamy normalnym, jesli
[iM 2000 (Py) = 0.

Oznacza to, ze gdy n ros$nie, to uzyskane podprzedziaty (czyli czesci, na
ktére dzielimy przedziat [a,b]) s3 coraz mniejsze.

Uwaga 1
1. m(b-a)<s(P)<S(P)<M(b-a)
2. jezeli P’ jest podpodziatem podziatu P, to

s(P)<s(P'), S(P')<S(P)

3. jezeli (Py) jest normalnym ciagiem podziatéw, to istnieja granice
limy, 00 $(Py,) oraz lim, e S(Pp)

4. powyzsze granice nie zaleza od wyboru normalnego ciagu podziatéw,
nazywamy je odpowiednio catka dolna (gérna) funkcji f i oznaczamy
odpowiednio

b b
[ f(x)dz = 7}1_1)130 $(Pn), / f(z)dz = 7}1_1:20 S(Prn)

Przyjrzyjmy sie, w jaki sposéb mozna obliczyé catke oznaczong Riemanna
korzystajac z definicji.

Przykfad 1

Obliczy¢ catke oznaczong funkcji statej f przyjmujacej wartos¢ c € R na
przedziale [a,b].
Funkcja | jest ograniczona oraz m; = M; = ¢ dla kazdego Ax; c [a,b], bo
f Jjest funkcja stata. Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych
(P,) odcinka [a,b] otrzymujemy
b n
f cdr = lim s(Py,) = lim ) cAz;
Ja_ n-—oo [ndades

=clim Y Aw; =c lim (z1-20)+...+(2p—2p-1) = ¢ lim (b-a) = c(b-a)

i ana/ogiczniLb .
/ cdz = lim S(P,) = lim Y cAw; = c(b-a).

a

Poniewaz catki dolna i gérna z funkcji statej przyjmujacej wartosé c € R
na przedziale [a,b] sa réwne, wiec catka oznaczona z tej funkgji na
przedziale [a, b] istnieje oraz

b

/cda::c(b—a).

a

Definicja 1

Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna
gdy jej catka dolna jest réwna catce gdrnej.

Te wspdlna wartos¢ nazywamy catka oznaczona Riemanna funkcji f w
przedziale [a,b] i oznaczamy symbolem

/(;b flz)dx.

W powyzszej cafce liczbe a nazywamy dolna granica catkowania, liczbe b
goérna granica catkowania, natomiast f funkcja podcatkowa.
Ponadto przyjmujemy, ze

faf(a:)dx =0, faf(x)dx = _fbf(x)dx,

a b a

Uwaga 2
1. m(b-a) < fab f(z)dz < M(b-a)

2. jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje podziat P przedziatu [a,b] taki, ze
S(P)-s(P) <e, to f jest catkowalna w sensie Riemanna

Wykazemy teraz, ze nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna.

Przyktad 2

Pokazac, ze funkcja Dirichleta okreslona wzorem

|1 dla zeQ
f(‘”)‘{o dla zeR~Q

nie jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b] c R.
Funkcja f jest ograniczona oraz m; =0 i M; =1 dla kazdego

Azx; c[a,b],

bo w kazdym przedziale sa zaréwno liczby wymierne jak i niewymierne.
Rozwazajac dowolny ciag podziatéw normalnych ('P,,) odcinka [a,b]
otrzymujemy

b n n
f f(z)dz = lim s(P,) = lim > 0-Az; =0-lim » Az;=0-(b-a)=0
Ja n=ee nTee o i=1

n—>00 ‘—

zas

b n n
f f(z) dz = lim S(P,) = lim Y 1-Az;=lim ) Az;=b-a.
a Nn— 00 n—00 i=1 i=1

n—»00 ‘—

Poniewaz catki dolna i gérna z funkcji Dirichleta na dowolnym przedziale
[a,b] sa r6zne wiec catka oznaczona Riemanna z tej funkcji na przedziale
Ta.bl nie istnieje.



Warunki wystarczajace catkowalnosci
Przyktad 3

Oszacowad wartos¢ catki

2
](; V1+atdz. Twierdzenie 1

Funkcja ciagta na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na

Obliczenie tej catki nie byfoby fatwym zadaniem. tym przedziale.

Zauwazmy, ze dla kazdego x € [0,2] zachodza nieréwnosci 0 < z* < 16, a

zatem 1< 1+ 2* < 17. Poniewaz funkcja pierwiastkowa jest funkcja Twierdzenie 2

rosnaca, to Funkcja monotoniczna na przedziale [a,b] jest catkowalna w sensie
1<V1+24< V1T, Riemanna na tym przedziale.

Skoro dtugos¢ przedziatu catkowania wynosi 2, to na mocy Uwagi 2 Twierdzenie 3

dostajemy nastepujace oszacowanie wartosci catki: Funkcja, ktéra ma skoriczona liczbe punktéw nieciagtosci w przedziale

[a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna na tym przedziale.

2
2£f V1+2tdr <2V17.
0

Przyktad 4 Analizujgc Przyktad 4 otrzymujemy nastepujacy

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna obliczy¢ Whiosek 1
2 Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to
[ x dx.
0

Funkcja podcatkowa f(x) = x jest funkcja ciagta, stad na mocy
Twierdzenia 1 catka ta istnieje. Zatem przy dowolnym wyborze ciagu
podziatéw normalnych odcinka [0,2] catka dolna i gérna sa réwne. Przyktad 5
Mozemy wiec wybrac jeden szczegélny ciag podziatéw normalnych (P,)
odcinka [0,2] w taki sposéb, by tatwo byfo obliczy¢ granice

fbf(x) dngggo[b;a if(a-ﬁ-i

=1

b-a
n

)|

Korzystajac z definicji catki oznaczonej Riemanna uzasadni¢ réwnosc:

lim,, 400 S(Pr). Dla ustalonego n wybierzmy punkty podziatu x; = %i, im 12422 4... 40?2 1
wéwczas M; = %z dla i=1,...,n. Kazdy z odcinkéw [x;_1,x;] ma te n—+oo n3 3
£ L _ 2 ;
samg dtugos¢ Aw; = 5. O;nacza to, ze W rozwiazaniu skorzystamy z Whiosku 1. Mamy
5(Pn) = —oa stad nEeré(P”) =0. . 12422+ 402 i [l n (1)2]
n—+o0o n3 ey DY S\n ’

Uwzgledniajac to mozemy wykonac nastepujace obliczenia:

2 p) n no 9\ 9 4 2 We wzorze z Whiosku 1 przyjmujemy [a,b] = [0,1] oraz f(x)=2% i
f rdx = / xzdx = lim S(P,) = lim ZMiAasi = lim Z (fi)f = lim — Zz dostajemy
0 0 n—o0 n—o00 o n—o00 im n n n—oo n, -
4 411 11 . 12422+ 40?2 flzd (dalej z Twierdzenia Newtona-Leibniz)
im — = x° dx alej z Twierdzenia Newtona-Leibniza).
:lim—2-(1+2+-~~+n):lim—-ﬂ:QIim Ny, ntoo n? 0 J

n—oo n, n—soco n, 2 n—oco N



Drugie zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone]
Riemanna opisujace zwigzek miedzy catka oznaczona i nieoznaczong

Twierdzenie 4 ( Newtona- Leibniza)

Jezeli f : [a,b] = R jest funkcja ciagta, to ma ona funkcje pierwotng F
oraz b

[ 1@)de = P(v) - F(a).

Réznice wartosci funkcji (;)ierwotnej na koncach przedziatu wystepujaca w
powyzszym wzorze zapisujemy réwniez w nastepujacy sposob:

F(x)[ = F(b) - F(a).

Przyktad 6
Obliczy¢:

w

(a) f01272d$:(%$3+C)‘;:1-134.0_(%.03_,_0):%;

(b) J, sinz da:ﬂ
:(—cosx+C)|O =-—cosm+C—(-cos0+C)=1+C+1-C=2.

Przyktad 7
Obliczy¢

2
f |z| da.
-1

T dla >0
|| =

Poniewaz

)

-x dla <0

wiec korzystajac najpierw z Twierdzenia o addytywnosci catki wzgledem
przedziatu catkowania, a nastepnie z Twierdzenia Newtona-Leibniza
otrzymujemy

2 0 2
[ |z| d:czf || dw+/ |z| dx
-1 -1 0
0 2 1 .0 1 .2
:/ —a:dx+/ xdx:—fac2| +7m2|
-1 0 2 1.1 2 o

L 1 2y, 1 2 1
.02 (=-Z=.(-1 +2.92_2.0
2 ( 2( )) 2 2

1

:7+2:21.

2 2

Witasnosci catki oznaczonej

Twierdzenie 5 (O liniowosci catki oznaczonej)

Niech f,g:[a,b] > R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna i
niech o, 3 € R. Wéwczas

[N (ar@) + o)z =a [ @)z +5 [ o).

Twierdzenie 6 (O addytywnosci catki wzgledem przedziatu
catkowania)

Niech f :[a,b] = R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna oraz
ce (a,b). Wéwczas

[abf(a:)dm: [acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Twierdzenie 7

Niech f,g:[a,b] = R oraz f bedzie funkcjg catkowalng w sensie
Riemanna i niech funkcja g rézni sie od funkcji f tylko w skoniczonej
liczbie punktéw. Wowczas funkcja g jest catkowalna w sensie Riemanna

oraz , ,
fa f(x)dx:fa g(x)dx.

Twierdzenie 8
Niech f,g:[a,b] — R beda funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna i
niech f(x) < g(x) dla x € [a,b]. Wéwczas

fabf(x)dxs fabg(x)dx.



Twierdzenie 11
Jezeli funkcje f,g maja ciagte pochodne na przedziale [a,b], to

b b
Twierdzenie 9 (O oszacowaniu wartoéci bezwzglednej catki) fa f(z)g'(z)dz = f(b)g(b) - f(a)g(a) - fa f(@)g(z)dz.
Jezeli f jest funkcja catkowalna na przedziale [a,b], to
b b Przykfad 8
| fa 1) dx| : /I; |f(x)| de. O:j/'}c/:zyj‘

f ‘Inz dz.
1

Twierdzenie 10 (O wartosci Sredniej)

Jezeli f jest funkcja ciagt dziale [a,b], to istnieje punk b felnxdx— wz) =z u'(z)=3 —xlnxe_/el'l”dx
ezgl.fjest unkcja ciagta na przedziale [a,b], to istnieje punkt c € [a,b] . V@) =1 w@) =z | L
taki, ze
1 b € e
f(c):—f f(z)dz. :xlnx‘ —$| =e-0-(e-1)=1.
b-a Ja 1 1

Uwaga. Mozna réwniez najpierw znalezé funkcje pierwotna funkcji
f(x) =lnz izastosowad Twierdzenie Newtona-Leibniza, tzn.

[ Inz dx = zlnx-2+C, a stad f Inx dx = (wlnx—w)‘l =e-e—(0-1) = 1.
1

Na podstawie twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie mozemy

Twierdzenie 12 ) . o
sformutowac¢ nastepujace wnioski.

Niech ¢ : [a,b] = [, B] i [ : [, 3] = R beda funkcjami ciagtymi. Jezeli
© ma ciagla pochodng na przedziale [a,b], to Whiosek 2 (O catce z funkgji parzystej w przedziale
b ¢ () symetrycznym wzgledem zera
[ #etne @z = [T p(ey. ymetrycznym wzgledem zera) .
a ¢(a) Jezeli a jest liczba dodatnia, natomiast f : [-a,a] — R jest parzysta
funkcja ciagfa, to

Przyktad 9 a “
Oblicové f flz)dx=2 /0 f(z) da.
iczyc 1, ) -a
f dz. DOWOD.
0 Va2+1 a 0 a
, [ f(x) dwzl f(x) d$+f0 f(z) dx.
Loy t=am+1 1 rzdt 2 . o ‘ . . .
f —Z  _dr=|dt=2zdx |=2= — = \/E| =v2-1. Dokonujac w pierwszej z catek wystepujacych w powyzszej sumie
0 VaZ+l % dt =z dx 21 Vi 1 podstawienia ¢ = —z i stosownej zmiany granic catkowania
T -a |0 .
Zauwazmy, ze dokonaliSmy tu nastepujacej zmiany wartosci granic — 0 otrzymujemy
catkowania: - 011 I
t= (ﬂz +11]1]2 0 a a a a
- f F(=1) dt+[ F(a) do = f F(=1) dt+/ Fla) de=2 f f(2) da.
Uwaga. Mozna réwniez najpierw znaleZz¢é funkcje pierwotng funkcji a 0 0 0 0
f(z) = \/;ﬁ (czyli [ \/sz dx) i zastosowac Twierdzenie Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze f jest funkcja parzystg oraz zamiany

Newtona-Leibniza. symbolu zmiennej catkowania z ¢ na x.



Rozumujac analogicznie jak powyzej, mozemy otrzymacé kolejny wniosek.
Whiosek 3 (O catce z funkcji nieparzystej w przedziale
symetrycznym wzgledem zera)

Jezeli a jest liczba dodatnia, natomiast f : [-a,a] — R jest nieparzysta

funkcja ciagta, to a
f f(x)dz=0.

Powyzsze wnioski maja do$¢ duze znaczenie w praktycznych obliczeniach,

gdyz niejednokrotnie prosciej jest znalez¢ warto$¢ funkgji pierwotnej w
zerze niz w —a. W szczegdlnosci powyzszy wniosek pozwala natychmiast
poda¢ wartos¢ liczbowa niektérych catek bez koniecznosci
przeprowadzania ztozonych rachunkéw.

Przykfad 10

Obliczy¢ catke oznaczong

™
/ z?sinz d.
=T

Poniewaz funkcja f(x) = 2% sinx jest nieparzysta funkcja ciagta, gdyz
f(=2) = (-x)?sin(-x) = 2% - (-=sinx) = - f(z), a przedziat [-7, 7] jest

przedziatem symetrycznym wzgledem zera, wiec szukana catka jest réwna

0.

Twierdzenie 13
Jezeli funkcja f ma okres T oraz jest catkowalna w sensie Riemanna na
przedziale [0,T], to dla dowolnego a € R mamy

faa+Tf(x) dx:[OTf(x) dx .

Przykfad 12
Obliczy¢ catke:

1+27
f sinx dx.
1

1+27 2m 27T
f sinwdm:f Sin:cd:c:—cosac‘ =—cos2mr+cos0=-1+1=0.
1 0 0

Przykfad 11

Obliczy¢ catke oznaczona

In2 ,x

e -1

/ dx.
-In2 e +1

e’-1

e*+

Pokazemy, ze funkcja ciagta f(x) =
Rzeczywiscie

Jjest funkcja nieparzysta.

et -1 ﬁ—l 1-e€* et -1

- --f@).

e +1 ei+1 1+e® e +1

f(=2)

x

Poniewaz ponadto przedziat [-1n2,1n 2] jest przedziatem symetrycznym
wzgledem zera, to szukana catka jest réwna 0.

Pierwsze zasadnicze twierdzenie rachunku catki oznaczone;j
Riemanna

Twierdzenie 14 (O funkcji gérnej granicy catkowania)

Niech f bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna na przedziale
[a,b], c€[a,b] iniech

F(z) = ];xf(t) dt, w¢[a,b].

Woéwczas
1. funkcja F jest ciagfa,

2. jezeli f jest funkcja ciagta w punkcie xq € [a,b], to funkcja F' jest
funkcja rézniczkowalna w punkcie xy oraz

F'(x0) = f(x0),

przy czym jezeli xo = a lub xg = b, to pochodna funkcji F' w punkcie
xo rozumiemy jako pochodna jednostronna.



Przykfad 13
Wyznaczy¢ funkcje gérnej granicy catkowania F(z) = f(f f@t) de,
x €[-2,3], Jjesli funkcja

Fz) - z+1 dla -2<x<0
)Y 2-1 dla 0<z<3

Narysowaé wykresy funkcji f i F.
Wyznaczymy najpierw funkcje gornej granicy catkowania

JE@t+1)dt dla -2<x<0 Zhr dla -2<x<0
F(x) = -

o (t-1)dt dla 0<z<3 L;—CL’ dla 0<z<3

Przyktad 14

Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresami funkcji
f(z)=vVz+1, g(z) = (v-1)?, gdzie x € [-1,1] oraz osig Ox.

Zauwazmy, ze rozpatrywana figura jest suma dwdch trapezéw
krzywoliniowych
T ={(z,y) eR?*:0<y <o +1, ze[-1,0]},
To={(z,y) eR*:0<y < (z-1)2 2 €[0,1]},
wiec jej pole jest réwne sumie pdl tych trapezéw. Korzystajac z
interpretacji geometrycznej catki oznaczonej, otrzymujemy

IDpy| = [O Ve +Tde=2(z+1)3

1
1
D5 = [ (x=1)? de = § (2 =1)°| = 5.

Szukane pole wynosi zatem |D| = |Dr, | +|Drg,| = 2 +

0
_2
-1 37

1_
=1

Zastosowania rachunku catkowego

Twierdzenie 15
Jezeli f :[a,b] > R jest nieujemna funkcja ciagfa, to pole obszaru D
ograniczonego wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymiz=a ix =0

wyraza sie wzorem b
D= [ f() da.

Whiosek 4 (pole trapezu krzywoliniowego)

Niech f,g:[a,b] > R beda funkcjami ciaggtymi takimi, ze f(zx) < g(z)
dla x € [a,b]. Wdwczas pole obszaru D ograniczonego wykresami funkcji
f i g oraz prostymi x =a i x = b jest réwne

DI= [ (o)~ £(2)) d.

Przykfad 15
Znalez¢ pole figury zawartej miedzy wykresami funkgji f(x) = e~
g(x) =e® oraz prosta = =1.

T

Dla kazdego x € [0,1 ] zachodzi nieréwnos¢ f(x) < g(x), wiec szukane
pole obliczamy w nastepujacy sposéb:

1

|D| = Ll (e”” —e_I) dr=(e"+e™™) .

=e+et -2




Definicja 2
Méwimy, ze T jest krzywa zadang parametrycznie, jezeli istnieja funkcje
ciagte p : [a, 8] = R oraz ¢ : [, ] = R takie, ze

I'={(z,y) eR*: 2 =(t),y=0(t) dlate[a,B]}.

Twierdzenie 16 (O polu obszaru ograniczonego tukiem krzywe;j
zadanej parametrycznie)

Niech T" bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w
definicji 2. Zatézmy dodatkowo, ze funkcja ¢ jest rosnaca i ma w kazdym
punkcie przedziatu [«, 3] ciagta pochodna, a funkcja v jest nieujemna.
Pole |D| obszaru ograniczonego tukiem krzywej T, odcinkiem osi OX oraz
prostymi x = a, x = b, gdzie a = p(«), b= p(B), wyraza sie wzorem

B
D= [ ()¢ (b

Zauwazmy, ze ¢’ (t) = () > 0 dla kazdego t € [0, 27], wigc spetnione s3

zatozenia powyzszego twierdzenia. Zatem
2

27
|D|:/w(t)np’(t)dt:/a(l—cost)-a(l—cost)dt
0

0

2m 27
:a2f(l—cost)th:an(1—2c08t+cos2t)dt
0 0

2
27 1
=a? (t—2sint)‘0 +[§(1+c052t)dt
0

1 in2t\ 2~
:a2(27r+7(t+sm )| ):a2(27r+7r)=37ra2.
2 2 0

Przyktad 16

Obliczymy pole obszaru ograniczonego osig Ox i jednym tukiem krzywej
zwanej cykloida , ktéra zadana jest réwnaniami parametrycznymi

{ x=(t) := a(t - sint),

y =(t) :== a(l - cost),

gdzie a jest ustalong liczba dodatnia.

Cykloida to krzywa opisujaca tor ruchu punktu lezacego na obwodzie kotfa
o promieniu a, ktére toczy sie bez poslizgu po prostej. Zauwazmy, ze
wartosci y = 1 (t) powtarzaja sie cyklicznie, gdy parametr t przebiega
kazdy z przedziatéw [2km,2(k + 1)7], gdzie k jest liczba catkowita. Dla
naszych potrzeb wybierzmy jeden z takich przedziatéw, np. [0,27].

Cykloida

Twierdzenie 17

Zatézmy, ze funkcja f : [a, 8] = [0, 00) jest ciagta 0 < B — a < 2m. Jezeli
krzywa dana jest w biegunowym uktadzie wspétrzednych réwnaniem

r = f(¢), to pole obszaru D ograniczonego wykresem funkcji f oraz
pétprostymi ¢ = v i ¢ = B wyraza sie wzorem

D=1 [“ao= L [7 (1) do.



Przyktad 17

Wyznaczmy pole figury ograniczonej przez kardioide, czyli krzywa
zdefiniowang biegunowo za pomoca przepisu

r=a(l+cos¢), gdzie ¢el[-m,m
) ! b Korzystajac z powyzszego twierdzenia i symetrii rozpatrywanego obszaru

przy czym a jest ustalong liczba dodatnia. Gdy wartosci kata ¢ rosna od wzgledem osi Oz, otrzymujemy

0 do %, to wartosci cosinusa malejg od 1 do 0, a wigc promieri  maleje P

od a(1+cos0) =2a do a(l +cos 5) = a. Z kolei, gdy ¢ rosnie od 5 do m, 1 9 roy 5 . [ 5

to wartosci funkcji cosinus maleja od 0 do -1, a wiec promieri r maleje D=2 2 / ride = [ a”(1+cos¢) dp=a f(l +2cos¢ +cos” ¢)dg

od a do a(1 +cos) = 0. Ponadto promieri r rosnie od 0 do 2a dla kata ¢ @ 0 0

zmieniajacego sie od —m do 0. Poniewaz wykres funkcji cosinus jest Il LT 1 P 1 )7 1 sin2¢|"
symetryczny wzgledem osi Oy, to kardioida jest symetryczna wzgledem -a [¢>‘0 * 2s1n<;5|0 * f 5(1 *eos Q(b)d(’b] - [W * §¢|0 * 2 2 |0]

0

osi Ox.
=2q? |:7r + g] = 3ra?.

&

Kardioida

Przykfad 18
Obliczy¢ dtugosé linii taricuchowej

_1( x -z : _
Twierdzenie 18 (dtugoéé krzywej zadanej parametrycznie) coshz =3 (e +e7), gdzie we[-1.1].

Zatézmy, ze funkcje ¢, : [a,b] — R maja ciagte pochodne. Wéwczas

dtugosc krzywej L = {(p(t),v(t)) : t € [e, B]} wyraza sie wzorem Mamy f'(z) = %(ex _ e—m) - funkcja ciagta

oraz
B 2z _ -2z
L= [ \/ (v )+ (w(0)) at. \/ | e (P@)t =
Flz) = eft+el e* 42472
5 S
Whiosek 5 (dtugos¢ krzywej) & 0 i (e* +e—x)2 !

Zatézmy, ze funkcja f : [a,b] — R ma ciagta pochodna. Wéwczas dtugosé 4
krzywej L = {(z, f(z)) : = €[a,b]} wyraza sie wzorem

|L|:fab\/1+(f’(x))2dx. Zatem
|L|:fj\/“(f,(x))z'dx:fll\’(e+4€>dw:QfO o) i

et e ®

=e-el-(1-1)=e-el
0



Whiosek 6

Zatézmy, ze funkcja f : [a, 8] — [0, 00) ma ciggta pochodna

0< B —a<2m. Jezeli krzywa L dana jest w biegunowym uktadzie
wspétrzednych réwnaniem r = f($), a < ¢ < 3, to jej dtugosé wyraza sie
wzorem

- [ vEerae- [\ (r0) (1)

Twierdzenie 20 (objeto$¢ bryty obrotowej)

Niech f :[a,b] = R bedzie nieujemna funkcja ciagfa, D obszarem
ograniczonym wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi x =a i x = b.
Wowczas objetos¢ bryty obrotowej V' powstatej w wyniku obrotu obszaru
D dookota osi Ox jest réwne

4 :W[abe(m) dz.

Twierdzenie 21 (objeto$¢ bryty obrotowej)

Niech f:[a,b] = R (a >0) bedzie nieujemna funkcja ciagta, D obszarem
ograniczonym wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi x =a i x =b.
Wbwczas objetos¢ bryty obrotowej V' powstatej w wyniku obrotu obszaru
D dookota osi Oy wyraza sie wzorem

V] = 27r[bxf(x) dx.

Twierdzenie 19 (O objetosci bryty powstatej z obrotu tuku
krzywej zadanej parametrycznie wokét osi Ox)

Niech T bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w
definicji 2. Zatézmy dodatkowo, ze funkcje ¢, maja ciagte pochodne
oraz funkcja ¢ jest rosngca lub malejaca, a funkcja v jest nieujemna.
Objetosci bryty powstatej z obrotu tuku krzywej I' wokdt osi Ox wyraza
sie wzorem

B
Vi=r [ 020 ¢ @)t

Przykfad 19

Korzystajac z Twierdzenia o objetosci bryty powstatej przez obrét
wykresu funkcji jednej zmiennej wokét osi Ox obliczy¢ objetosc stozka,
ktérego wysokos¢ jest réwna h, a promien jego podstawy wynosi r.
Zauwazmy, ze stozek ten powstaje z obrotu odcinka o koricach w
punktach A=(0,0) i B=(h,r)(h>0, r>0) wokét osi Ox. Ogélnie
prosta przechodzaca przez punkty (xa,ya) oraz (xp,ys) mozemy
opisa¢ za pomoca réwnania

_YB—-Ya
N B —TA

Yy-ya (x—=xa), czyliunas y:%l', gdzie x € [0, h].

Szukang objetos¢ mozemy zatem obliczy¢ w nastepujacy sposdb:

hip (2 r? hy 21 g 1,
|V|:71'f0 (E.%') dx:ﬁﬂ[o xdxzﬁﬂ-gx ‘Ozgﬂrh.



Twierdzenie 22 (O polu powierzchni bryty powstatej z obrotu
tuku krzywej zadanej parametrycznie wokét osi Ox)

Niech T bedzie krzywa zadana parametrycznie, jak jest to opisane w
definicji 2. Zatézmy dodatkowo, ze funkcje ¢, maja ciagte pochodne
oraz funkcja ¢ jest rosngca lub malejaca, a funkcja v jest nieujemna.
Pole powierzchni bryty powstatej z obrotu tuku krzywej I' wokét osi Ox
wyraza sie wzorem

8
IPl=2n [ 0(6) V(D)2 + (0/(0)2t.

Twierdzenie 24 (pole powierzchni obrotowe;j)

Niech f :[a,b] = R (a > 0) bedzie funkcja nieujemna z ciggta pochodna.
Woéwczas pole powierzchni P powstatej w wyniku obrotu krzywej
L={(z, f(z)): x€[a,b]} dookota osi Oy wyraza sie¢ wzorem

|P| :27rfab:m/1+(f’(m))2 dx.

Twierdzenie 23 (pole powierzchni obrotowej)
Niech f:[a,b] > R bedzie funkcja nieujemna z ciagta pochodna, P
powierzchnia powstata w wyniku obrotu krzywej

L={(x,f(z)): xe€[a,b]} dookota osi Ox. Wéwczas pole powierzchni P
wyraza sie wzorem

|P|:27rfabf(x) 1+(f’(x))2 d.

Przykfad 20

Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej P powstatej przez obrét tuku
sinusoidy f(x) =sinz, gdzie x € [0, 7] wokdt osi Ox.

Poniewaz funkcja sinx na przedziale [0, 7] jest nieujemna i ma ciagta
pochodna, to pole powierzchni P wyraza sie wzorem

Pl=27 ["sinzV1+ cos x dx
| 0

t=coszx
| dt=-sinzdx | _ -1 3
ol P =27 [ V1+t2dt

r=m=>t=-1

1 1 1 1
:27r/ V1+2 dt:47rf \/1+t2dt:-~~:47r(§t\/1+t2+§1n|t+\/1+t2|)‘
-1 0

= 27r(\/§+ln(1 +2) - (0+0)) =2mV/2 + 2 In(1 + V2).

Zastosowania catki oznaczonej w fizyce

Twierdzenie 25 (droga przebyta w ruchu zmiennym)

Punkt materialny porusza sie ze zmienng szybkoscig v: [0,T] - R
(ciagta), T1,T5 € [0,T]. Droga przebyta przez ten punkt w czasie od T}

do T5 jest réwna
T>
s = v(t) dt.
[ e

1

Twierdzenie 26 (praca wykonana przez zmienng site)

Zatézmy, ze réwnolegle do osi Ox dziata zmienna sifa F : [a,b] > R

(ciagta). Praca wykonana przez te site od punktu a do punktu b jest
réwna

W:/;bF(:L') dx.

1
0
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